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能力的评估：本案例能够置于 Bloom分类法知识维度的“程序性知识”位置，学生学习后能

够达到 Bloom分类法认知过程维度的“分析”层次（针对大三学生，需先修概率论与数理统

计）。 

 
一、本案例课程思政的关注点 

1.本案例内容在计算学科课程思维总体框架中的位置 

 

2.科学思维可拆分为可衡量、可检验的抽象、理论和设计三个过程（学科形态，或工作

范式）。本例包含抽象及理论形态的内容，其中，PAC 算法描述、误差和可靠性定义可划分

到抽象形态，PAC 算法中关于误差、可靠性及随机抽取样本数之间的关系公式的证明属于理

论形态。学习该案例后，学生对抽象、理论和设计三个学科形态如何区分将有进一步的认知，

这种认知将为我国在三个学科形态方面的工具（含思想与方法）的创新，实现“0 到 1”的

突破种下科学思维的种子。 

3. 在本案例中，要求教师将 11 个品行元素中的“目标驱动、专业性、严谨”与该案例

绑定在一起进行可操作性解释。 

目标驱动：在大数据集中找到其中的最大元素，不能简单采用常规的搜索算法，因为会

消耗过多的计算资源。如何在消耗资源较少的前提下，找到事实上可以接受的目标，是驱动

的目标； 

专业性：从概率学的角度理解这种近似算法的科学性、合理性； 



严谨：对 PAC 算法能给出严谨的数学证明。 

二、本案例的具体内容（讲解脚本） 

1. 背景介绍 

⚫ 同学们好，本讲介绍一种大数据计算中的计算思维方法，即 PAC 算法。 

⚫ 我们来看这样一个大数据计算中的典型问题：设 S 是超大规模数据集合（包括流

数据），如何找出其中的最大元素。 

⚫ 传统的方法（数学思维）是通过反复比较，保留当前的最大元素，直到整个数据被

扫描一遍。当数据集合的元素个数为 N 时，这个算法需要 N 步。在大数据场景中，

这个算法有时难以实现。 

⚫ 由于数据量巨大，存储空间和计算时间都受到了限制，无法满足精确计算的要求，

这时放弃计算最优解的数学思维，利用局部数据，进行不精确计算，求得可行解，

从而极大减少计算所需要的资源。 

⚫ 也就是寻找近似算法，综合考虑资源优化，使得最后得到的结果保证在一定的误差

之内。 

⚫ 在这样的目标驱动下，数学家和计算机科学家们尝试使用各种方法，希望达到这样

的目标：通过抽取大数据集中的一小部分数据，找出与集合中最大元素充分接近的

元素𝐷。 

⚫ 本讲要介绍的“PAC 算法”，就是一种典型的近似算法，通过引入两个概念，即求

解结果的误差（近似性），以及小于这个结果的概率（可靠性），设计充分小的误差

和充分大的可靠性，找出事实上可以接受的解决答案。这个方法称为概率近似正确

方法（Probably Approximately Correct，简记为 PAC 方法）。 

⚫ 本讲的案例参考了我国著名数学家、计算机科学家李廉教授关于 PAC 算法的论文。 

 

2. PAC 算法的形式化描述 

⚫ 我们把 PAC 算法所想要解决的问题再描述一下： 

设 S 是一个数据集合，具有海量的数据，甚至无穷多数据，即|𝑆| = 𝑁（∞），或者

是一个流动的数据集，随着时间不断有数据流入，这时如何计算最大元素。 

⚫ 在抽象形态层面，可以形式化地描述 PAC 算法如下： 

算法𝐴称为 PAC 算法，如果对于0 < 𝜀, 𝛾 < 1， 

𝑃𝑟[𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟(𝐴(𝑆), 𝐹(𝑆)) ≤ 𝜀] > 𝛾. 

⚫ 下面介绍这个定义里面各个部分的含义： 

➢ 𝜀称为误差，𝛾称为可靠性概率。这两个要素也就是前面提到的评价求解结果质

量的两个指标，近似性和可靠性，表示计算所得到的结果与实际结果误差小于

𝜀的概率为𝛾； 

➢ 𝐴(𝑆), 𝐹(𝑆)分别表示对于数据集合𝑆，PAC 算法的计算结果和问题的实际结果； 

➢ 设𝐷为 PAC 算法𝐴计算的结果，定义𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟(𝐴(𝑆), 𝐹(𝑆)) = 𝑃𝑟{𝑥 ≥ 𝐷 |𝑥 ∈ 𝑆}，

即𝑆中数据不小于𝐷的比例——当 S 有限时，𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟即为𝑆中实际最大元素大于

算法𝐴得到的最大元素𝐷的可能性； 

➢ 𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟还有一个等价的定义：𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟(𝐴(𝑆), 𝐹(𝑆)) = |{𝑥 ≥ 𝐷 |𝑥 ∈ 𝑆}| |𝑆|⁄ ，其中

|𝑆|表示𝑆中元素的个数。 

⚫ 在 PAC 算法中，当𝜀很小时，可以认为𝐷就是𝑆的最大元素，其可靠性要大于𝛾。也



就是通过 PAC 算法𝐴找出了一个事实上可以接受的解决答案。 

⚫ PAC 算法将概率统计学应用到算法设计中，结合了计算思维与数学思维，并从概率

学的角度给出了误差与可靠性的数学定义，很好地体现了计算科学中的算法的专业

性。 

 

3. PAC 算法中的样本量与误差的关系 

⚫ 对于前面介绍的 PAC 算法，一个直观的看法是，随着样本个数的增加，这个误差

会越来越小，可靠性会越来越大，如果抽取全部数据，则结果就是精确解。 

⚫ 但是，从专业性的角度，样本个数与误差、可靠性之间的关系应该是可以量化的，

这样 PAC 算法才能使人信服。 

⚫ 因此下面就介绍就是如何定量地估计样本数量与误差和可靠性之间的关系。 

⚫ 样本个数 N 与误差𝜀以及可靠性𝛾之间存在这样一个关系式： 

𝑁 + 1 ≥ 𝑙𝑜𝑔(1 − 𝛾 ) ⁄ 𝑙𝑜𝑔(1 − 𝜀). 

⚫ 这个命题明确了样本个数与误差和可靠性之间的关系，我们可以通过这个公式，设

计所需要的𝜀和𝛾，抽取需要的样本，达到可行的求解目标。 

⚫ 由于𝜀和𝛾在公式中都是以对数的方式出现，所以样本数量随着𝜀的减少和𝛾的增加

不会太快，这个算法的实用性还是很好的。 

⚫ 从公式出发，我们代入几个典型的数据，观察样本数量与误差和可靠性之间的关系： 

➢ 当𝜀 = 0.05，𝛾 = 0.95，N ≥ 58； 

➢ 当𝜀 = 0.01，𝛾 = 0.99，N ≥ 458； 

➢ 当𝜀 = 0.01，𝛾 = 0.99，N ≥ 686； 

➢ 当𝜀 = 0.01，𝛾 = 0.99，N ≥ 915. 

⚫ 从下面的表格和图片中，可以更具体地看出三者之间的关系： 

表 1．𝜀 = 0.01时不同抽样数𝑵的可靠性 

抽样数𝑁 可靠性𝛾 

50 0.4 

100 0.661 

150 0.772 

200 0.853 

250 0.909 

300 0.955 

350 0.981 

400 0.982 

450 0.992 

500 0.995 

 

图 1. 误差 0.01 时可靠性的增加曲线 



 

 

⚫ 利用 PAC 算法，可以在样本量并不显著增加的情况下，得到具有很高可靠性的结

果。 

 

4. PAC 算法中关键结论的证明 

⚫ 上面总结的 PAC 算法步骤并不复杂，但为了确保算法的正确性，必须给出各个步

骤的严谨数学证明。而严谨、细致也是设计算法的过程中的必须品行。 

⚫ 下面简单介绍先前的一个关键结论的证明： 

➢ 结论：样本个数 N 与误差𝜀以及可靠性𝛾之间存在关系式： 

𝑁 + 1 ≥ 𝑙𝑜𝑔(1 − 𝛾 ) ⁄ 𝑙𝑜𝑔(1 − 𝜀). 

➢ 证明： 

从𝑆中随机抽取𝑁个数据，其中最大者为𝐷．设𝑆中小于𝐷的元素占比𝑢满足： 

1 − 𝜀 < 𝑢 ≤ 1, 

即𝐷是最大元素的概率为𝑢．在抽样结果𝑄已经发生的前提下，有： 

𝑃𝑟(0 ≤ 𝑢 ≤ 1 − 𝜀|𝑄) = (1 − 𝜀)𝑁+1. 

这一公式的具体推导如下： 

𝑃𝑟(0 ≤ 𝑢 ≤ 1 − 𝜀|𝑄) 

= 𝑃𝑟(𝑄|0 ≤ 𝑢 ≤ 1 − 𝜀) 𝑃𝑟(0 ≤ 𝑢 ≤ 1 − 𝜀) /𝑃𝑟 (𝑄) 

= (
1

1 − 𝜀
∫ 𝑢𝑁

1−𝜀

0

𝑑𝑢) (1 − 𝜀) ∫ 𝑢𝑁
1

0

𝑑𝑢⁄  

= (1 − 𝜀)𝑁+1. 

这里利用了贝叶斯公式、全概率公式，并且假定 u 是均匀分布。 

令(1 − 𝜀)𝑁+1 ≤ 1 − 𝛾，即 

𝑁 + 1 ≥ log(1 − 𝛾) log(1 − 𝜀)⁄ ， 

则 

𝑃𝑟(𝑢 > 1 − 𝜀|𝑄) = 1 − 𝑃 𝑟(0 ≤ 𝑢 ≤ 1 − 𝜀|𝑄) ≥ 𝛾. 

从而证明了命题。 

 

三、教学体会 

本案例通过抽象-理论-设计的划分能很好的帮助教学，将复杂知识分解，降低教学的复

杂性，更好的进行教学设计。其中在抽象层面，将 PAC 算法中涉及的重要概念进行归纳，



建立概念模型，首先帮助同学们建立一个宏观印象和初步认识。在理论层面，则对算法中涉

及的关键步骤和重要结论进行分析、证明，帮助同学们从不同层次上对算法进行全方位的理

解。 

 

 

四、激励、唤醒和鼓励同学们向上的途径 

PAC 算法的关键思想，就是要针对近似的、概率的算法引入误差、可靠性这两个指标，

给出抽样数量与误差、可靠性的定量关系，并对该量化关系进行严格的数学证明。通过这个

案例，鼓励同学们采用严密的数学方法，对算法中涉及的关键过程进行推导及证明，并利用

合适的数学工具对算法设计进行宏观指导。 

 

五、习题 

1. 设 PAC 算法的抽样结果为𝑄：从𝑺中随机抽取𝑵个数据，其中最大者为𝑫. 记𝑆中小于等于

𝑫的元素占比为𝒖. 求证：当𝒖为[𝟎, 𝟏]上的均匀分布时，𝑷𝒓(𝑸) = ∫ 𝒖𝑵𝟏

𝟎
𝒅𝒖.  

参考答案： 

证明： 

当𝑆中小于等于𝐷的元素占比为某个固定值𝑢时，抽样结果𝑄发生的概率为𝑃𝑟𝑢(𝑄) = 𝑢𝑁.  

假设𝑢的概率密度函数为𝑓(𝑢)，则复合概率𝑃𝑟(𝑄) = ∫ 𝑃𝑟𝑢(𝑄) 𝑓(𝑢)
+∞

0
𝑑𝑢.  

当𝑢为[0,1]上的均匀分布时，𝑓(𝑢) = {
1 (0 ≤ 𝑢 ≤ 1)

0 (𝑢 > 1 或 𝑢 < 0)
, 可得∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢 =

+∞

0
1 

代入到公式中得到 

𝑃𝑟(𝑄) = ∫ 𝑓(𝑢)𝑢𝑁𝑑𝑢 =
+∞

0

∫ 𝑢𝑁
1

0

𝑑𝑢 

 

2. 计算海量数据中的最大元素时，如果逐元素扫描则时间复杂度过大，这时可以采用概率

近似正确方法（Probably Approximately Correct，PAC），通过从海量数据中抽样，在抽样

数据中找出最大元素。当抽样次数达到足够多时，则可找到最大元素的可行解。该算法中可

以得到 1 个命题： 

𝑵 + 𝟏 ≥ 𝒍𝒐𝒈(𝟏 − 𝜸 ) ⁄ 𝒍𝒐𝒈(𝟏 − 𝜺) 

其中，𝑵为抽样次数，𝜺为误差，𝜸称为可靠性概率。 

（1） 当误差为 0.05，可靠性要达到 0.95 时，需要多少抽样次数才能获得可行解。 

（2） 当误差为 0.5，可靠性要达到 1-2^(-22113)时，需要多少抽样次数才能获得

可行解。 

参考答案： 

解： 

（1） 

𝑁 + 1 ≥ 𝑙𝑜𝑔(1 − 0.95 ) ⁄ 𝑙𝑜𝑔(1 − 0.05) 

𝑁 ≥ 57 

 需要至少抽样 57 次。 

（2） 

𝑁 + 1 ≥ 𝑙𝑜𝑔(2−22113 ) ⁄ 𝑙𝑜𝑔(1 − 0.5) 



𝑁 ≥ 22112 

 需要至少抽样 22112 次。 
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